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ALGEBRE, COMBINATOIRE 1
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Coefficients du binéme (}))

a, alpha / 3, beta / ~,T, gamma / §, A, delta / e, epsilon / ¢, zeta / n, eta / 6,0, theta / A, A, lambda
pymu /v, nu /& xi / w11 pi / p, tho / 0, %, sigma / 7, tau / ¢, , ®, phi / x, khi / ¥, ¥, psi / w, 2, omega



TRIGONOMETRIE CIRCULAIRE 2

Trigonométrie circulaire directe

. L . i | —ix . Jix_—ix - L. i L.
Euler-Moivre V(u,v) € C?, eut? = ¢e%e?, cosx = % siny = “—=Z—, e'¥ =cosx +isiny, e ¥ =cosx —isinw
Pythagore L. L. . ) iz —iw . e —ix
divers cosnz + isinnx = (cosx + isinx)"™, cos" x = (%)", sin” o = (S“=5F—)"
ix _ NEAPK] T _ 1 97T\t o o — Sinz . . __ COsST .2 G2 o ,
e 4+1= 20()s(2)c 2, e 1= sln(Q)e z, tanw = -, cotanx = Fo-, cos®x +sin”x =1, [sinz| < |z
Equivalents sinz ~x, cosrt~1, 1 —cosx ~ %wz, tanx ~ x
dérivées . 0 0 , . 0 , 0 9 , 9
sin’(z) = cosx, cos'(x) = —sinz, tan'(z) =1+ tan‘x = -, cotan’(r) = —1 — cotan® r = — ——
Formules cos(a 4+ b) = cosacosb —sinasinb, cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb
’ iti S . . . . . .
dadditions sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa, sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
p __ tana+tanb p o __ tana—tanb
tdll((l + b) ~ l—tanatanb’ tdn((l b) ~ l+tanatand
cos2a = cos?a —sin®a = 2cos?a — 1 =1 — 2sin? a, sin2a = 2sinacosa, tan2a = %

cos?a = 1(1+ cos2a), sin®a = 3(1 — cos2a)

cos3a = 4cos®a — 3cosa, sin3a = 3sina — 4sin’®a

Addition — cosa + cosb = 2cos ‘ITH’ cos agb, cosa — cosb = —2sin 42 sin

. 2
produit sina + sinb = 2sin “TH’ cos aT_b, sina — sinb = 2 cos aT'"b sin “T_b
cosacosb = 3 (cos(a+b)+cos(a—b)), sinasinb = (cos(a—b)—cos(a+b)), sinacosb = % (sin(a+b)+sin(a—b))

acosz + bsinx = pcos(z — @), ou p = +va®+b?, ¢ =arg(a+ ib) (27)

atb a—b

2

Transformation COS2 @ = m, sinq = 1}321% =7 +Coian2 -
fan S N e DT T
pour ¢t = tan(§) : cosa = T Sina = {35, tana = 55
Trigonométrie circulaire réciproque
Domaines arcsin : [~1,1] — [~7, 5], arccos : [~1,1] — [0, 7], arctan : R —] — %, Z[, arccotan : R —]0, 7
Formulaire x € [-1,1], sin(arcsinz) = z, cos(arcsinz) =v1—x2 ; x€]—1,1], tan(arcsinz) = Wit
z € [—1,1], cos(arccosz) =z, sin(arccosz) = vV1—2? ; =z € [-1,1] —{0}, tan(arccosz) = 17712
x € R, tan(arctanz) = x, cos(arctanz) = \/ﬁ, sin(arctan z) = Wiwwst
v €[5, 5], arcsin(sinz) = ; x€[0,7], arccos(cosx) =x ; w€]—7,F[, arctan(tanz) = x
x # 0, arctan(z) + arctan(L) = sgn(z)% ; x € [~1,1], arcsinz + arccosz = 5
z € R, arccotanz = § — arctanz
orrnair YV () — 1 . N () — 1 ; ) — 1
Equivalents (amgn) (x) = i (arccos)'(z) = it (arctan)’(z) = 1752
dérivées ArcsinT ~ x, 5 — Arccosw o T, arctans ~

A4
arctan




TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE 3

Trigonométrie hyperbolique directe

Exponentielle  V(u,v) € C2, %tV = ¢e%e¥, cha = ¢ fz‘j , she = &=, e* =cha +shx, e =chr —shz

divers -

—nxT

chnz +shnx = e, chnr —shnr =e

thz = Zﬁ—; ch?z —sh®*z =1, |shz| > |z|
, shx ~x, chx ~ 1, ChlI,‘*lN% 2 thx ~z, che ~ %ew, shx ~ %(:1“'”, the ~ 1
Equivalents 0 0o 0 0 +'>o ’ +oo “+o00
dérivées sh'(z) = chz, ch'(z) =shz, th'(z) =1 —th’z = i
Formules ch(a+b) =chachb+shashb, ch(a —b) =chachb—shashb

dadditions sh(a +b) =shachb+shbcha, sh(a—b) =shachb—shbcha

th((] + b) - 1t+hg;tlt‘?hbb7 th((], - b) - 1tl]:]’17(1,trhbb
ch2a =ch?a+sh’a=2ch?>a—1=1+2sh?*a, sh2a = 2shacha, th2a = lii}ﬁfa
ch?a = 1(1+ ch2a), sh?a = 1(ch2a—1)

ch3a:4ch3a—3cha, sh3a =4sh®a + 3sha

)

Addition —  cha +chb=2ch %2 ch %52, cha—chb=2sh %2 sh 25>
prodult sha+shb=2sh a;bchg , sha —shb = 2ch %t sh 2>°
chachb = 1(ch(a+b) + ch(a — b)), shashb= 3(ch(a+b) — ch(a — b)), shachb = J(sh(a+ b) + sh(a — b))

;l;:ansformation Ch2 a = m7 Sh2 a = 1“&3 = Cothéz 1

pour t = th(§) : cha = t27 sha t27 tha = ﬁ'ftz

Trigonométrie hyperbolique réciproque
Domaines argsh : R — R, argch : [1, +oo[— R, argth:] — 1,1[— R, argcoth: R\ [-1,1] — R*
Formulaire x € R, sh(argshz) = z, ch(argshz) = V14 22, th(argshz) = W

x > 1, ch(argchz) = x, sh(argchz) = vz th(argchx) ””; L

x €] —1,1], th(argthz) = x, ch(argth;r) \/ﬁ’ sh(argthz) = A

r €R, argsh(shz) =z ; x>0, argch(chz) =2 ; =z €R, argth(thz) ==
z € R\ [-1,1], argcothz = argth(1)

aroch ) () — 1 ) — 1 . 1) — 1
Equivalents (argsh)’(z) = NS (argch)'(x) = T (argth)’(z) = =
dérivées argsh x T, argth x T, argsh x I In(2z), argchx I In(22)
o0 o0

Logarithme argshz = In(z + V22 + 1), argchz = In(z + Va2 — 1), argthz = § In ($£2)
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Domaines de
définition

Dérivée
Réciproque

Définitions

Dérivée
Réciproque

PUISSANCES, EXPONENTIELLES, LOGARITHMES 4

Puissances (x — x%)

Poura €N, 2% =z (afois)et 2% =1 ..., Domaine : R (peut s’étendre & C)
(pour a impair, x — 2 est une bijection impaire de R dans R ; pour a pair non nul, z — x® est une application
paire et une bijection de R* dans R™).

Poura € Z\N, 2% =1...1 (|a| fois) ... Domaine : R* (peut s’étendre & C*)
Pour a € Q\ Z, i.e. a = g avec p € Z* et ¢ € N, ¢ > 2, premiers entre eux.
~ Si g est impair, z¢ est le seul réel y tel que y? = aP. .............. Domaine : R (p > 0) ou R* (p < 0)
— Si g est pair, 79 est le seul réel positifg{ tel que y4 = aP. ...... Domaine : RT (p > 0) ou R™ (p < 0).

— Remarque : on écrit parfois /x pour z.
Pour a € R\ Q.

— Sia>0,2%est défini par 2% = €M% et 0% =0 ..ottt Domaine : R
— Sia<0,2%est défini par 2% = eI T Domaine : R**
Pour a € C\ R, 2% = €00 Domaine : RT*

;. 1 . . C gy s .
(2%) = az?~!. La réciproque de x +— % est & +— xa. Attention au domaine de validité de ces deux formules.

Exponentielles (x — a®) — logarithmes

log  est défini pour a € RT™*\ {1}, par log () = & Domaine : RT*
Za 1% y T Sa Ina
exp, est défini pour a € R**, par exp,(z) =a® ="M ... Domaine : R (peut s’étendre a C)

(log,) (x) = = (a*) = Inaa”. log, : (R**,-) — (R,+) et exp, : (R,4+) — (R**,-) sont des isomor-
phismes de groupes, réciproques I'un de Pautre (a # 1).

Reégles de calcul

Dans le domaine de validité : o’*7 = afa?, o7 = (af)), o P =L =1,

0% =0 (o 0).

Puissance (z — x%)

ytoo +oo, + oo
\ ]
\ 1 1]
\ _ _2p U
Y @ = g1 ’
\ ’
\ ’
’
AN ,
2p N ‘
= og41 N .
. -7 0
RS 0 "
\\
= — >
e . - 0 ~<g
'r B Vi R
_ 2pt1 4 K o N
T 2q+1 ¢ . i 4
\' . a>1 a:%f;i—% N '/‘ 0<a<1 AN a<0
/' 4 \\
7 < r’ .
’ . A L7 _ 2p+1 \
, P @7 2q41 \
r —0o0 Pl \
1 -7 [
I_ oo . —od
+ o0, + oo
+oo o0
a>1 0<a<1
0<a<1
1 1
1 ” 1 N
0 0
>
a>1
—oo Inz =
log, (z — 3+5) exp, (z — a®)




PRIMITIVES USUELLES, INTEGRALES CLASSIQUES

Type ‘ Fonction ‘ Primitive (a4 constante prés) ‘ Domaine, conditions ‘
Généralités u' f(u) Fou F primitive de f
u'/u In |ul u ne s’annule pas
wu®, a € C\ {-1} | u*™/(a+1) u>0
w'uP, pe Z\{-1} | vt /(p+1) Vo, u(z) #0sip <0
u'e™ e
Puissances z* aeC\{-1} 2T /(e + 1) x>0
aP, peZ\{-1} 2P/ (p+1) reER*sip<O
1/x In |x| z € R*
Exponentielles | ¢**, o € C* e /a
Logarithme a®, a € RT* a*/Ina
Inz rlne —z x>0
Trigonométrie | cosx sinx
circulaire sin —cosw
1/cos®z tan x & (r/2+7Z)
1/sin? x — cotan x x ¢l
tan? tanr — x z ¢ (r/2+ 7Z)
tan —In | cos x| x ¢ (r/2+77Z)
cotan? x —cotanz — x x ¢ nZ
cotan z In | sin z| x ¢l
1/sinz In | tan(§)] x ¢l
1/cosx In|tan(§ + 7)) x & (r/2+77Z)
Trigonométrie | chx shax
hyperbolique shz chx
1/ch®z thz
1/sh®z —cotha r € R*
th? 2 z—the
thx Inchz
coth? z x —cothx x € R*
cothx In |sh x| z € R”
1/shax In|th(F)] r € R*
1/chz 2arctan e”
Fractions 1/(x —a), a € R In|z —al z € R\ {a}
rationnelles 1/(x —a)™, a €R W zeR\{a}, n#1
(voir I,, Jp,) 1/(z% +a?), acR* | L ar(*tan(%)
1/(2? —a?), a € R* | & 1n e z € R\ {£a}
Intégrales 1/vVa? +a?, a € R* | In(z + v22 + a?); argsh 7l
abéliennes 1/vVr? —a?, a € R* | In|z + a2 — a?|;e(x) argch } “ |z] > |a]
e(z) = signe de x 1/vVa% — 22, a € R* | arcsin il |z] < |a]
Type Fonction Dérivée d’ordre n Domaine, conditions
Leibniz fg (fg)™ = > o<k<n (1) f B gn=h) f et g, n fois dérivables
Puissance z% a€C\N ()™ = Tlicpen(@—k+1Dz*™ | n>1
2P, pe N (zP)") = (pp! " n<p
1/aP, pe N* (1/27)(m = DB Lt
1/a (1/z)m = S




Intégrales
classiques

T.AF.

Taylor-
Lagrange

Taylor-Young

Taylor
reste intégral

Trigonométrie

Exponentielle

Logarithme

Suites
n — oo

e Primitive de F(cosx,sinx), avec F une fraction rationnelle. Régle de Bioche :
Si F(cosx,—sinz) = —F(cosz,sinx), on change de variable ¢ = cosx.
Si F(—cosz,sinz) = —F(cosz,sinx), on change de variable t = sin .
Si F(—cosxz, —sinx) = +F(cosz,sinz), on change de variable t = tan z.
Dans les autres cas on change de variable ¢ = tan(%).

e Primitive de F(z,v/1 — z?) (F : fraction rationnelle), on change de variable x = cost ou & = sint.
Primitive de F(z, 1 —|— x?) (F : fraction rationnelle), on change de variable x = sht.
Primitive de F(x,v2? — 1) (F : fraction rationnelle), on change de variable = cht.
(

n/azx+b n/ax+b
cx+d cx+d”

e Primitive de F'(x, ) (F : fraction rationnelle), on change de variable t =

e Primitive d’un polynome exponentiel f(xz) = P(z)e*”
les petits degrés de

, avec P € C[z], w € C. Intégration par parties (pour
P) ou bien recherche d’une primitive sous la forme F(x) = Q(z)e“?, avec Q' + w@ = P

(deg(Q) = deg(P)).

o [,(z)= [ (HdT@)n, n € N, relation de récurrence : 2nl,1(x) = ey T (2n — )1, (x) +c.
In(z) = [ uffﬂ)n, n € N, relation de récurrence : 2n.J,,1(z) = ey + (2n —1)J,(x) + ¢
K,(z) = [2"e*®dz, n € N, relation de récurrence : aK,1(z) = 2" — (n+ 1)K, (z) + ¢

(c : constante d’intégration, formule valable pour n € R).

=1In|z — 2| +iarctan (%(CS)) +c, 81 Qm(z) #0, [ (zf‘z)n = 712_):;” +c.
FORMULES DE TAYLOR 6
w =€) f €%°(a,b],R) N Z(]a,b],R), pour un ¢ €a, b]
1£(b) — S @z ¢ () ()] < C=D qup1FOY fe€"([a,b],R) N 2"(]a,b],R)
f(x) = (w a) Ff®(a) +o(x—a)™ ............ f € 2" YV,C) et n fois dérivable en a (V € V,)
F(b) = Yk=n (0=l £k (q) + g 2B =t FOID@) At f e € ([a,b],C)

fl@) = Yrzo % f(’“)(O) + =0 )" f ) (ta) de

“Jo (-

LIMITES CLASSIQUES 7
sint . 1 —cost 1 . tant

lim;_.g - 1, lim;_o 2 =5 lim; .o =1

. et —1 . et .

limy_.g S 1, limy— oo o +oo, limy_ o t® =0, (e €R)

lim;_g In(1 +1) =1, limy_otlnt=0, lim;_.gt*Int=0, lims . h%t 0, (o € RT¥)
n E( P ) ] a n a 0 Sl |q‘ < 1

(1—&-5) — e”, ST, x, o0, 0 L 0, LN 0(b>1), ¢"— (en module), si |¢] > 1

n n nm n! n! b

dlvelé,e silgl=1etqg#1

1 (1k1

1
(lo] < 1), Z1gk;gn T +00, Zlgkgn 2

(="
€ Losksn g1 4

—1n2

. 1
k
Zogkgn 0" — 1—-0 6 ’ Zl<k<n

3

1
Zogkgn o



DEVELOPPEMENTS LIMITES

(N.B. tous les d.1. sont en zéro)

tk t2 pn
t __ o ny __ o v n
eh= > o) =14t St o(t")
0<k<n
—t (71)]C k n tQ (71)11 n n
T = — 1 =1—-t4+—=—+ -4+ ——t £
e > ot () + g e St o)
0<k<n
at = Z In* afk +o(t")=1+Inat+ —1112@ 224t lin"’a t" + o(t")
)b = I t") = Lt f Tt f
0<k<n
1L2]ﬂ‘, S t2 1L271, o
ht = Pt =1+ — — 2"
c > i ot ) =145+ +(2n)!+o( )
0<k<n
t2k+1 . tS t2n+1 ) )
sht= > ———4o(t™?) =t+ —+ -+ ——— +o(t"?)
| |
0 (2k + 1)! 6 (2n + 1)!
cost = Z (—1)* t% +o(t )y =1 - ﬁ +- 4 (—1)"t2n + o(t?" 1)
(2k)! 2 (2n)!
0<k<n
t2k+1 t3 (_1)77, .
int = L P P22y gy 2 £2n+1 2n+2
sint= >, (-1) orr tee) 6 T T G +ot™™)
0<k<n
2 5 17 - s
tant =1t —t —t t
ant =t 3+15 +315 +olt)
1 k n o 2 n n
= 2 =1+t+2 4+ " +o(t")
0<k<n
1
_ -1 k:tk: t” —1—1 t2 . ~1 'n,tn, t'n,
T = 2 (D et + 12 (S1)M + o(t")
0<k<n
lLk 2 t3 tn
—In(l—t)= —t4 — 4 — 4+ —Fo(t"
n(l—t) Zk+() g ot
1<k<n
In(1+6)= Y ( 1>’“tk+ (") =t il + 1t E o)
n ') = - -~ to =l—- = — + ot
k 2 3 n
1<k<n
ala—1) a—k+1) , ,
1+ne=1+ ) ° ,( Lk 4 oftm)
1<k<n k!
-1 1) — 1
:1+at+7a(a2 )t2+~~+a(a ) '(a nE )t”+0(t”)
n!

2k!) 2L 3 opl) 20+l
arcsint = Z (2R T +ot" ) =1+ — 4+ (2n) +o(t27+2)

oSz, 22k(EN2 2k + 1 6 22n(nl)? 2n+1
2k!) 2kl t3 (2n!)  ¢2ntl
ht: _1 k(—— t2n+2 =t— = _1 n_\="%/) v t2n+2
ares Oén( VomgmE w1 T gt ez gy o)
7r (2k!)  t2k+1 ) 7r t3 (2n!)  t2ntl
t=_— _— A e S S g2ty = O 2 A2 $2n+2
arccos 5 O;n 2R(RI2 2k 4 1 +o( ) 9 6 22n(n!)2 2n + 1 +o( )
arctan t— Z (_1)k tQk:—‘rl n 0(f2n,+2) — ¢ ﬁ 4t (_1)7 t2n+1 + 00_271—&-2)
' W52 2k+1 3 2n+1

t2k:+1 9 +2 t3 t2n+1
thi— pont2y oy U
arg 0§n2k+1+0( )=t g+t g

+ 0(t2n+2)




EQUATIONS DIFFERENTIELLES 9

Equation linéaire du premier ordre

Soit

y'(t) + a(t)y(t) = b(t),
oil a et b sont continues sur un intervalle I. Les solutions sont y(t) = Ce™4®) 4+ S(t), ont C est une constante
réelle, A est une primitive de a sur I et S est une solution particuliere (solution évidente ou trouvée par la
méthode de la variation de la constante).

Equation linéaire du second ordre a coefficients constants

Soit
ay” (t) + by'(t) + cy(t) = d(t),

ott (a,b,c) € R®, a # 0 et d est continue sur un intervalle I. On trouve une solution particuliere S (solution
évidente ou trouvée par la méthode de la variation de la constante), puis on résout I’équation caractéristique

P:ar’>+br+c=0

Si P possede deux solutions réelles distinctes x1 et x5 alors les solutions réelles sont y(t) = Cye®1t + Coe®2t +
S(t), avec Cy et Cy deux constantes réelles.

Si P posseéde une solution réelle double x, alors les solutions réelles sont y(t) = (C + Dt)e* + S(t), avec C
et D deux constantes réelles.

Si P possede deux solutions complexes distinctes (nécessairement conjuguées), z; = a + i et 20 = a — i3,
alors les solutions réelles sont y(t) = e**(Acos(6t) + Bsin(8t)) + S(t), avec A et B deux constantes réelles.
(N.B. les solutions complexes sont z(t) = C1e*'t 4+ Coe?2t 4 S(t), avec 27 et z3 deux solutions distinctes de P,
et z(t) = (C + Dt)e*' + S(t), dans le cas out P posseéde une solution double z. Les constantes d’intégration

Cy,Co,C, D sont alors complexes).

SUITES CLASSIQUES 10

Suites du type : uy, 41 = au, +b

1—a"”

Sia=1,u, =ug+mnb. Sia#l u,=a"uy+b T .
—a

Suites du type : au, o + bu, 1 + cu, =0, (a,b,c) € R* x R?

Résoudre
P:ax’>+bx+c=0

Si P possede deux solutions réelles distinctes 1 et x4 alors les solutions réelles sont u,, = C12T + Ca25, avec
C1 et Cy deux constantes réelles.

Si P possede une solution réelle double z, alors les solutions réelles sont u,, = (C' + Dn)z™, avec C et D deux
constantes réelles.

Si P possede deux solutions complexes distinctes (nécessairement conjuguées), z; = pe'? et zo = pe
les solutions réelles sont u,, = p"(Acos(fn) + Bsin(fn)), avec A et B deux constantes réelles.
(N.B. les solutions complexes sont u, = Ciz] + C2z%, avec z; et z3 deux solutions distinctes de P, et
u, = (C' + Dn)z"™, dans le cas ol P posseéde une solution double z. Les constantes C7,Cs, C, D sont alors
complexes).

—i alors

. . _aun+b B
Suites du type : u, 1 = . xd © #0, ad —bc#0
. _at+b
Soit f(t) = o d

Si f possede deux points fixes distincts p et ¢, étudier la suite v,, = Z" - 2 , qui est géométrique.

n

Si f possede un unique point fixe p, étudier la suite v,, = ﬁ, qui est arithmétique.

n
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Géométrie affine Dans la suite f est une application affine et f son application linéaire associée

e (7, translation de vecteur . t7(M) = i@ + M. Une application affine f est une translation ssi f =Ig.

® N4, homothétie de centre A de rapport k. ha (M) = A + kEAM. Une application affine f est une
homothétie de rapport k ssi f = klIg et f posséde un point fixe.
. e
® P G, projection sur .# parallelement & G. pgz (M) est I'unique point de .Z vérifiant Mpg (M) € G.

Soit f € Aff(E). f est une projection & fo f = f & f est une projection vectorielle et f possede un
point fixe.

e sz ¢, symétrie par rapport & . parallelement a G. sz (M) est I'unique point vérifiant

Msgz (M) =2Mpg (M)

Soit f € Aff(E). f est une symétrie & fo f =1 < f est une symétrie vectorielle et f possede un point
fixe.

Géométrie euclidienne Dans la suite E est un espace euclidien, ( , ) son produit scalaire et || || sa norme

e Une projection, une symétrie, une affinité, (d’éléments remarquables F' et G) est dite orthogonale ssi
G =F*.
e Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan.

e Une isométrie vectorielle est un endomorphisme de E qui conserve le produit scalaire (O(E)) : V(u,v) €
E?, (f(u), f(v)) = (u,v). Elle est directe si elle transforme une base orthonormée directe en base ortho-
normée directe (rotation, SO(E)).

e Une isométrie affine est une transformation affine de E qui conserve le produit scalaire : V(A, B,C, D) €

—_— —
EY (f(A)f(B), f(C)f(D)) = (AB,CD); ceci équivaut au fait que son a.l. associée est une isométrie
vectorielle. Elle est directe (on parle de déplacement) si elle transforme une base orthonormée directe en

base orthonormée directe, ceci équivaut au fait que son a.l. associée est une isométrie vectorielle directe,
i.e. une rotation.

e Si(eq,...,ep) est une base orthonormée de E, alors la coordonnée de = € E dans la direction e; est (z, e;).

e Théoréme de Pythagore. Si (fi,..., fp) est une famille orthogonale alors

Ifr 44 Sl = AN+ + 1l

o Inégalité de Cauchy-Schwarz. ¥(z,y) € E?, [(z,y)| < ||z| ||yl avec égalité si et seulement si x et y sont
liés.

o Procédé d’orthonormalisation de Schmidt. SiV = (v1,...,v,) est une famille libre de E, on peut construire
une famille orthonormée (uq,...,u,) telle que Vk € [1,p], vect(vy,...,vg) = vect(uq, ..., ug).
e Si(eq,...,ey,) est une b.o.n. alors
<alel + -+ anenvﬁle] + - +ﬁn€n> — O41[31 + -+ anﬁn et Halel + -+ anenH — O[% + -+ 04»,21

e Une matrice M € M, (R) est orthogonale si et seulement si ‘MM = I,, si et seulement si ses colonnes
forment une base orthonormée de R™ (muni du produit scalaire standard). Leur ensemble est noté O(n),
un élément de O(n) est de déterminant +1, le sous-ensemble des éléments de O(n) de déterminant 1 est
noté SO(n).

e Un endomorphisme f € L(FE) est une isométrie si et seulement si matz(f) est orthogonale dans toute base
B orthonormée ; c’est une rotation si et seulement si de plus det f = 1.
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Le plan et I'espace sont munis d’'une base orthonormée directe BT = (7, 7) ou BT = (7, J, E)

Isométries vectorielles du plan
e Directe : rotation de centre O d’angle 6 (0 = 0 correspond a 'identité, § = 7 correspond a —identité)
Moty = cosf) —sinf
BT \sinh  cosh

e Indirecte : réflexion par rapport a une droite D formant une droite d’angle g avec I'axe dirigé par 7

Mot — cosf  sinf nat, — 10
BT = \ging —cosh) M7 \0 -1

ou U = (i, i) base orthonormée, avec 4 qui dirige D.

Isométries affines du plan ayant un point fixe
e Directe : rotation de centre A d’angle 6.

e Indirecte : réflexion par rapport a une droite .

Isométries affines du plan sans point fixe

e Directe : translation ;.

e Indirecte : composée commutative d’une translation tz de vecteur 4 et d’une réflexion s¢ par rapport a
une droite 7 dirigée par @ (décomposition unique sous cette forme).

Isométries vectorielles de I'espace
e Directe : identité ou rotation d’axe D+ d’angle 6 (6 = 0 correspond & l'identité, # = 7 correspond A la
symétrie par rapport a la droite D)
1 0 0
maty+ = [0 cosf —sinf
0 sinf cosf
ou U = (i, 1y, Us) est une base orthonormée directe et @ dirige DT.
e Indirecte : réflexion par rapport & un plan P ou composée d’une rotation d’axe DT et d’une réflexion par
rapport au plan P = D+ (6 = 0 correspond & réflexion, § = 7 correspond & —identité)

-1 0 0
maty+ = [ 0 cosf —sind
0 sinf cosd
ou VT = (¥, 04, v2) est une base orthonormée directe et ¢ dirige DT.

e On a expression analytique d’une isométrie f(Z) = £(Z, u) @ + cosf [U A (T A @)] + sinf (4 A &) (+ pour
directe, — pour indirecte), 6 est ’angle et @ est un vecteur unitaire qui dirige DT.

Isométries affines de I’espace ayant un point fixe
e Directe : rotation d’axe 27 et d’angle 0.

e Indirecte : réflexion par rapport & un plan & et composée commutative d’une rotation d’axe 2% et d’une
réflexion par rapport & un plan parallele & D+ .

Isométries affines de I’espace sans point fixe

e Directe : translation ou composée commutative d’une translation ¢tz et d’une rotation d’axe Z, avec 2
dirigée par @ (vissage) : décomposition unique sous cette forme.

e Indirecte : composée commutative d’une translation ¢z et d’une réflexion par rapport a un plan &2, avec
| & : décomposition unique sous cette forme.
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CONIQUES 13

Dans toute la suite (E,.) est un plan euclidien de distance associée d, muni d'un repere R = (0,7, 7).

Définition. Soient & une droite, F' ¢ 2 et e un réel strictement positif. I’ensemble
C={MeFE|dF,M)=cdM,P)}

est appelé conique d’excentricité e, de foyer F' et de directrice . La droite contenant F' et orthogonale a

2 est appelé axe focal (c’est un axe de symétrie de C). On dit que C est une hyperbole si e > 1, une ellipse

si e < 1, une parabole si e = 1 (remarque : on note souvent h la distance du foyer a la directrice et p = eh

appelé parametre de lellipse qui correspond a la distance de F' a chacun des deux points de la conique situés

sur la droite passant par F' et parallele & 2).
e Si dans R une conique C a pour équation (dite réduite) :

y2 = 2px
avec p # 0, alors C est une parabole de sommet O de foyer F'(£,0) et de directrice 7 : x = —§.
e Si dans R une conique C a pour équation (dite réduite) :
2?2 y?
a? ' b2
avec 0 < b < a, alors C est une ellipse d’excentricité e = /1 — 2—2, de foyer F'(ea,0) de directrice 7 : x = ¢
(ou F'(—ea,0) et 2’ : x = f%) (remarque :si a = b, il s’agit d’un cercle, par convention, on dit que son

excentricité est nulle); p= 2, h = (d=e’a )“

L’axe focal O7 est appelé grand axe. Il coupe Dellipse aux points (a,0) et (—a, 0), le réel a est appelé demi-axe
focal ou demi-grand axe. L’axe focal O7 est appelé petit axe. Il coupe I’ elhpse aux points (0, b) et (0, —b), le
réel b est appelé demi-axe non focal ou demi-petit axe.

L’ellipse d’équation (’1— + ¥ = 1 peut se paramétrer par x(t) = acost,y(t) = bsint.

e Si dans R une conique C a pour équation (dite réduite) :

22 2
2y _
a? b2

alors C est une hyperbole d’excentricité e = 1/1 + a2 , de foyer F'(ea,0) de directrice  : x = £ (ou F'(—ea,0)
et 7' ix=-2);p= ¥ op = (-l

€
L’axe focal O7 est appelé axe transverse. Il coupe ’hyperbole aux points (a,0) et (—a,0), le réel a est appelé
demi-axe focal ou demi-grand axe. L’axe focal O7 est appelé axe non transverse. Le réel b est appelé demi-axe

non focal (remarque : ’hyperbole est dite équilatére si ses asymptotes sont orthogonales : e = v/2).

L’hyperbole d’équation é — j = 1 peut se paramétrer par x(t) = eacht,y(t) = bsht, avec e = £1.

a

b

‘g y 78 Hyperbole : vl y = gJL

Parabole : Ellipse : g ‘9 y=-ba

e Dans R, on considére une droite 2 d’équation polaire r(6) = Whﬁo)’ avec h # 0. Une équation polaire

eh
14+ecos(0—0p) *

e Par symétrie, les ellipses et hyperboles possedent deux foyers F' et F’ et deux directrices 2 et 2’. Soient
2¢c=d(F,F') et a>0.Sia>c, ensemble {M ; MF 4+ MF’ = 2a}, est ellipse de foyers F' et F' et de
demi-grand axe a. Si a < ¢, 'ensemble {M ; |[MF — MF'| = 2a}, est 'hyperbole de foyers F et F’ et de
demi-axe focal a.

o Tout ensemble défini par une équation du type : ax? + bxy + cy? + dx + ey + f = 0, est soit vide, un
point, la réunion de deux droites (éventuellement confondues), une hyperbole, une ellipse ou une parabole.

de la conique d’excentricité e, de foyer O et de directrice Z est p(0) =
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Définition. Soit U un ouvert de R?.

e Champ de vecteurs. On appelle champ de vecteurs sur U de classe €% toute application f € €*(U,RP).
e Champ scalaire. On appelle champ scalaire sur U de classe €% toute application f € €*(U,R).

o Gradient. On appelle gradient d’un champ scalaire f : U — R de classe €, le champ de vecteurs

—_—
gradf : U — RP

e Divergence. On appelle divergence d’un champ de vecteurs f = (f1,..., fp) de classe €' sur U, le champ
scalaire
div fH U — R
ofi

- afl,‘i
1<i<p

(w)

Laplacien. On appelle laplacien d'un champ scalaire f : U — R de classe €2, le champ scalaire

Af : U — R
82
u Z d—qﬁ(u)

1<i<p %

Rotationnel (en dimension p = 3). On appelle rotationnel d’un champ de vecteurs f= (fi,f2, f3) : U —R3
de classe €', le champ de vecteurs
otf U — R?
E Of2, \ Ofx Ofs Of2 9f
v <()Clz(1) 013 )013(1 ()Zl]()()ll(l) 012(1)>

Proposition. Soit U un ouvert de R3. On dit qu'un champ de vecteurs f : U — R3 dérive d’un potentiel s'il
—

existe un champ scalaire f : U — R telle que f = grad f. Si F' dérive d’un potentiel alors son rotationnel est
nul. Réciproquement, si U est étoilé par rapport a I'un de ces points et le rotationnel de f est nul alors f
dérive d’un potentiel.

Formulaire. Soit U un ouvert de R?, o € R, f, g des champs scalaires, f, g des champs vectoriels.

— — —_—

grad(f + ag) = grad f + agrad g A(f+ag)=Af +alAg

ﬁ(f—&-ozﬁ)zﬁf—i—alr—d)cg’ div(f+ aF) = div f + adivg

— —_— —_— | —_—

grad(fg) = f gradg + g grad f A(fg) = fAg+2grad f.gradg + g Af
. — P 1 — — — — 1 -

div(fg) = fdivg+grad f.g rot(fg) = f rotg+grad f A g

div(fAg) =rot f. g~ f.rolg rot(f grad g) = (grad f) A (grad g)

—_— - . —_ =

rot(grad f) =0 div(rot f) =0

Intégrale curviligne. Soit f: (f1, f2) un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de R?, w = f; dz + fody
et C une courbe orientée incluse dans U parametrée par g € €;([a,b],U) (avec g(t) = z(t),y(t)), alors on

définit la circulation du champ f le long de C' par

/‘) [/ (8) f1(z(t), y(2)) + ¥/ (¢) f2 (x(2), y(t))] dt = %(w autre notation : 7{ F(M) . di1

(- est ici le produit scalaire) qui est indépendant de la paramétrisation de la courbe orientée C'. Si f dérive
d’un potentiel f, alors §C f(M).dM = f(B) — f(A), si de plus C est fermée alors fc f(M).dM =0.

Formule de Green-Riemann. Soit K un compact de R? de bord K, vu comme courbe orientée de sorte
que le vecteur normal soit dirigé vers l'intérieur de K ; alors pour un champ f = (f1, f2) de classe ¢! sur U

contenant K, on a
) )
7{ ]‘ (M). dM = // (fQ (z,9) (0];(1 1/)) dx dy



